
 
 

  آنها جبري اعمال و بردارها اعداد، . 1
  مقدمه

 ابتدا او كه گفت بتوان شايد .است يافته بسيار تحول تاريخ طول در و بوده جهامو آن با بشر كه است مفاهيمي ترين مهم از يكي عدد مفهوم
 معرفي توانايي تدريج به همچنين .كند انتزاع را طبيعي اعداد اشياء شمارش براي سپس و دهد تمييز را چندتايي مفهوم و يكي مفهوم توانست

 گويا و منفي صفر، عددهاي معرفي به او نياز پيشرفت اين دنبال هب .كرد پيدا داشت مستقيم ارتباط او هاينياز با كه را ضرب و جمع هاي عمل
  .يافت گسترش عددها اين روي تقسيم و تفريق و ضرب و جمع هاي عمل و شد آشكار

 نسبت را )يك( 1 عدد آن به و بگيريم نظر در مقياس عنوان به را خط پاره يك اگر .شد آغاز هندسي ديد با گويا غير داداع با انسان آشنايي اما
  .وريمآ بدست را مثبت گوياي عدد هر با متناظر هاي خط  پاره توانيم مي آنها دادن قرار هم كنار و مساوي هاي قسمت به آن تقسيم با ،دهيم

  

  

  

  

  

  .داد نمايش ها خط  پاره كمك به تيراح به توان مي نيز را ضرب و جمع اعمال
 مشترك خود انتهايي نقاط در تنها خط پاره دو كه اي گونه به آيد مي بدست خط پاره دو دادن قرار هم كنار از خط پاره دو جمع .ها خط  پاره جمع
  .باشند

  

 خط، پاره دو ضرب حاصل تعريف اين با ولي .نظرند مورد هاي خط  پاره آن اضلاع كه است مستطيلي مساحت خط پاره دو ضرب .ها خط  پاره ضرب
 ايجاد مستطيل مساحت كه كنيم تعريف خطي پاره را خط پاره دو ضرب كه است لح قابل صورت اين به مشكل اين !بود نخواهد خط پاره ديگر
 .باشد مفروض خط پاره دو با شده ايجاد مستطيل مساحت برابر ،)مقياس خط پاره( واحد خط پاره و آن با شده

  

 تعريف توان مي را خط پاره دو ضرب زير هاي شكل ايجاد با مثلاً .شيدبا داشته ذهن در خط پاره ضرب تعريف براي بهتري روشهاي شما شايد
 كمك به خط پاره دو ضرب تعريف از بعد )تالس قضيه و تشابه( ابزار اين تاريخي لحاظ از حال اين با .بود خواهد يكي همه نتايج البته كه كرد

  .آمدند بدست مساحت

   

  

  

  ضرب به نسبت جمع سادگی
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 دو ضرب حاصل واحد خط پاره تغيير با و داريم نياز واحد خط پاره به خط پاره دو ضرب براي كه يابيم مي در ضرب تعريف در دقت كمي با
 داراي كردن جمع يعني .داريمن مقياس انتخاب به نيازي خط پاره دو جمع براي كه است حالي در اين .كرد خواهد تغيير شده داده خط پاره

  .است كردن ضرب از تر ساده ماهيتي

  گويا غير اعداد

 گويايي عدد هيچ با متناظر كه دارد وجود خطي پاره داد نشان فيثاغورث قضيه اما .اند گويا اعداد متناظر ها خط پاره همه شد مي تصور ابتدا
 پذيرش قابل بشر براي راحتي به كه اعدادي .بود گويا غير اعداد با بشر آشنايي آغاز اين ).واحد هقائم اضلاع با الزاويه قائم مثلث وتر( نيست
 نيز اعداد اين براي بود شده تعريف گويا اعداد روي كه را ضرب و جمع اعمال توان مي چگونه مثلاً .كردند ايجاد زيادي مشكلات و نبودند

 انجام قابل ها خط  پاره همه روي ضرب و جمع هاي عمل هندسي، ديد در .شد تياف اعداد به هندسي ديد در مشكل اين حل راه .داد گسترش
 بنابراين .بود )گويا غير و گويا اعداد( حقيقي اعداد همه روي ضرب و جمع اعمال معرفي براي گذشتگان روش تنها اين واقع در .است
 آشنا آنها روي جبري اعمال و حقيقي اعداد با خواننده مسلماً .شد انجام ضرب و جمع هاي ويژگي بيان و آوردن بدست براي بسياري هاي تلاش
 كنيم مي حركت تاريخي جهت خلاف ما واقع در .نيست حقيقي اعداد همه روي جبري اعمال تعريف چگونگي بيان اينجا در نيز ما هدف .است

 ترتيب اين به .كنيم مي معرفي را خط يك نقاط يرو جبري اعمال هستند آشنا ما براي كه آنها روي جبري اعمال و حقيقي اعداد كمك به و
 .كنيم معرفي بعدي سه فضاي نقاط يا و صفحه يك نقاط براي را اعمال اين مشابه توانيم مي

  خط يک نقاط روی جبری اعمال

 هندسي نمايشي عواق در كار اين براي زير روش .كنيم ضرب و جمع هم با را خط يك نقاط توانيم مي راحتي به قبل قسمت مطالب كمك به
  .هستند نيز منفي اعداد شامل كه حقيقي اعداد روي ضرب و جمع اعمال براي است

 روي جبري اعمال همه انجام براي نقطه اين ).دهيم مي نمايش O با هميشه را آن و( كنيم مي انتخاب مبدأ عنوان به را خط از اي نقطه .1
 آن انتهايش و O آن ابتداي كه شود مي متناظر دار جهت خطي پاره با خط از نقطه هر نقطه اين انتخاب از بعد .است ضروري خط يك نقاط
 .است نقطه

  

OA دار جهت هاي خط  پاره جمع واقع در B و A نقطه دو جمع .B و A نقطه دو جمع .2


OB و 


 از يكي كه صورت اين به است 
 A نقطه دو جمع )شده جابجا خط پاره انتهاي( صلحا نقطه .گيرد قرار ديگر خط پاره انتهاي بر آن ابتداي كه دهيم مي انتقال را ها خط  پاره

 .بود خواهد B و

  

 انتخاب 1 عنوان به X مانند را O از غير خط از نقطه يك .كرد مشخص را مقياس بايد ابتدا ضرب براي .B و A نقطه دو ضرب .3
 طرف يك در B و A اگر .كنيم مي ضرب هم در را OB و OA هاي خط  پاره )OX خط پاره يعني( مقياس اين كمك به حال .كنيم مي
O كه طرف همان در را حاصل خط پاره داشتند قرار X كنيم مي جدا ديگر طرف در را آن صورت اين غير در كنيم، مي جدا دارد قرار. 

 در كرد خواهد تغيير نيز نقطه دو ضرب حاصل آن تغيير با و است ضروري نيز 1 نقطه انتخاب نقطه دو ضرب تعريف براي كه كنيد دقت
 .نبود چنين نقطه دو جمع كه حالي

OB

A B+

A

O A
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 nA نقطه كنيم جمع بار n خودش با را A نقطه اگر داريم نياز مقياس به نقطه دو ضرب براي اينكه با !عدد يك در نقطه يك ضرب .4
 نقطه توانيم مي مشابه صورت به .است مقياس انتخاب از مستقل كه آيد مي بدست

m
A1 و m

n
A توجه .آوريم بدست مقياس داشتن بدون را 

 در آن كردن ضرب براي كه نيست خط از اي نقطه عدد اين .كنيم مي ضرب A نقطه در را گويا عدد يك ما روند اين در كه باشيد داشته
 اينكه بدون كنيم ضرب نقطه يك در را حقيقي اعداد حتي و گويا اعداد توانيم مي ترتيب اين به .باشيم داشته مقياس به نياز A نقطه

 .ناميم مي اسكالر ضرب دارد متفاوت ماهيتي نقطه دو ضرب با كه را ضرب نوع اين .باشيم داشته نياز مقياسي

  

 .است هم در نقاط ضرب جبري ساختار از تر ساده مراتب به اسكالر ضرب و جمع جبري ساختار كه رسد مي نظر به چنين لابا مطالب به توجه با
  .دهيم مي گسترش فضا و صفحه مانند بزرگتري هاي مجموعه به دارند تر ساده ماهيتي كه را اسكالر ضرب و جمع ساختارهاي ادامه در

  فضا و فحهص برای مشابه جبری ساختارهای معرفی

  .داد گسترش بزرگتر فضاهاي به راحتي به توان مي را اسكالر ضرب و جمع خط، يك نقاط روي شده معرفي جبري ساختارهاي بين از
 متناظر دار جهت خط پاره يك با هرنقطه ترتيب اين به ).دهيم مي نمايش O با را آن و( گيريم مي نظر در مبدأ عنوان به را اي نقطه .1

  .است نقطه آن انتهايش و O آن ابتداي كه شود مي
OA دار جهت هاي خط  پاره جمع واقع در B و A نقطه دو جمع .B و A نقطه دو جمع .2


OB و 


 از يكي كه صورت اين به است 

 A نقطه دو جمع )شده جابجا خط پاره انتهاي( حاصل نقطه .گيرد قرار ديگر خط پاره انتهاي بر آن ابتداي كه دهيم مي انتقال را ها خط  پاره
OA جمع براي الاضلاع متوازي قاعده همان اين .بود خواهد B و


OB و 


A بنابراين .است  B+ كه است الاضلاعي متوازي چهارم رأس 

 .است B و O، A ديگرش رأس سه

  

 A برابر شدن جمع بار m با كه هم اي نقطه .آيد مي بدست nA نقطه كنيم جمع خودش با بار n را A نقطه اگر .اسكالر ضرب .3
 شود مي

m
A1 نقطه در عدد يك ضرب ترتيب اين به .است A كرد معرفي توان مي را. 

  O

A2
A3

A

O

A

B
A B+

O A A2 A3

A
1
2

OB AX

.AB
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A مثال براي .كنيم ارائه هندسي اشكال بعضي براي ساده نمايشي ضرب و حمع اين كمك به توانيم مي اكنون tv+ كه زماني t اعداد روي 
 رابطه با توان مي را B و A نقطه دو زا دهگذرن خط بنابراين .دهد مي بدست را Ov موازي و A از گذرنده خط كند تغيير حقيقي

( ) ( )A t B A t A tB+ - = - ) اگر .داد نمايش 1+ )P A t B A= +  آنگاه باشد AB خط از دلخواه اي نقطه -
( )AP P A t B A tAB= - = - =

 
) مشابه ورط به . )PB t AB= -1

 
 صورت به نقاطي دقيقاً AB خط پاره نقاط ترتيب اين به .

( )t A tB- £t آن در كه بود خواهند 1+ £0 1.  

  

 

  كه داد نشان توان مي صورت نيهم به

A با است برابر AB خط پاره وسط .1 B+
2.  

A با است برابر ABC مثلث هاي ميانه برخورد محل .2 B C+ +
3. 

a كه باشد داشته وجود c و a، b حقيقي ضرايب اگر تنها و اگر دارند قرار خط يك روي C و A، B نقطه سه .3 b c+ + =  و 1
aA bB cC+ + = 0. 

Ov, راستاي هم غير و ناصفر بردار دو با و گذرد مي A نقطه از كه اي صفحه .4 Ov1  با است برابر شود مي توليد 2

{ | , }A t v t v t t+ + Î1 1 2 2 1 2  

 با برابراست گذرد مي C و A، B نقطه سه از كه اي صفحه .5

{ ( ) ( ) : , }

{( ) : , }

{ : }

A t B A t C A t t

t t A t B t C t t

aA bB cC a b c

+ - + - Î =
- - + + Î =
+ + + + =

1 2 1 2

1 2 1 3 1 21
1


 

 با است برابر ABC مثلث روي يا درون نقاط مجموعه .6

{ : , , , }aA bB cC a b c a b c+ + + + = £ £1 0 1 

 كه باشند داشته وجود d و a، b، c حقيقي ضرايب اگر تنها و اگر دارند قرار صفحه يك روي D و A، B، C نقطه چهار .7
a b c d+ + + = aA و 1 bB cC dD+ + + = 0. 

A

O

( )A t B A+ -

( )t B A-

B

B A-

A

O

A tv+

tv
v
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 جمع حاصل مبدأ شدن عوض با و ندارد معني نقاط اسكالر ضرب و جمع مبدأ بدون .است وابسته مبدأ به آنها اسكالر ضرب و نقاط جمع .توجه
 .دهند مي نمايش شكلي به ها عبارت در را مبدأ به وابستگي معمولاً جهت همين به .كرد خواهد تغيير نقطه يك در عدد يك ضرب و نقطه دو

A عبارت بجاي مثلاً B+2 OA عبارت از 3 OB+2 3
 

OA دار جهت خط پاره به .كنند مي استفاده 


بنابراين حاصل عبارت  .گويند بردار 
A B+2 OAشود اگر وتنها اگر  مي Pمبدأ است، برابر نقطه  Oكه  ، زماني3 OB OP+ =2 3

  
 بردارها و نقاط بين مبدأ بودن مشخص با. 

  .كرد دهاستفا را نقاط ،بردارها بجاي و برداها ،نقاط بجاي توان مي و شود مي ايجاد يك به يك تناظر يك
aA عبارت بالا مطالب به توجه با .توجه bB+ آن در كه A و B و دلخواه نقطه دو a و b با و است وابسته مبدأ به اند، حقيقي عدد دو 

A مثلاً .هستند مبدأ از مستقل بالا شكل به هاي تركيب بعضي حال اين با .كند مي تغيير مبدأ ييرتغ B+
1 1

 است AB خط پاره وسط نقطه 22
  .بود خواهد مبدأ از مستقل بنابراين و

aA عبارت .قضيه bB+ اگر تنها و اگر ستا مبدأ از مستقل a b+ = 1.  
aA عبارت حاصل كنيد فرض .اثبات bB+ كه زماني O1 برابر است مبدأ P يعني .است شده aOA bOB OP+ =1 1 1

  
 عنوان به را O2 اگر .

aA عبارت حاصل كنيم انتخاب مبدأ bB+ با است برابر 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

aO A bO B a OO OA b OO OB a b OO aOA bOB

a b OO OP a b OO O P

+ = + + + = + + +

= + + = + - +
2 2 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1

2 1 1 2 1 21

        

    

aA عبارت حاصل باشد مبدأ O2 نقطه اگر بنابراين bB+  برابرP اگر اگر و تنها شود مي a b+ - =1 0.  
k عبارت .قضيه ka A a A a A+ + +1 1 2 2  اگر تنها و اگر است مبدأ از مستقل ka a a+ + + =1 2 1.  

http://mohandesyar.com


6  آنها جبري اعمال و بردارها اعداد،
 
 

 ---------------------------------------------------------------------------- 

  

n آن در يافته تعميم هاي صفحه و  

  مختصات اين در ضرب و جمع و دکارتی مختصات

 كه صورت اين به .است دكارتي مختصات دستگاه از استفاده اعداد، كمك به فضا و صفحه نقاط نمايش روش ترين اسبمن و ترين متداول از يكي
 محور دو آن روي شهايتصوير از حاصل اعداد زوج با را نقطه هر و كرده انتخاب گذرند مي مبدأ از كه برهم عمود مدرج محور دو صفحه در

 شكل نمايش اين در اسكالر ضرب و جمع .دهيم مي انجام برهم عمود مدرج محور سه با را كار همين زني بعدي سه فضاي در .دهيم مي نمايش
) اگر زير شكلهاي به توجه با .داشت خواهند اي ساده , )A x y= 1 ) و 1 , )B x y= 2 r و باشند دلخواهي نقاط 2 Î  دلخواهي حقيقي عدد نيز 
  داشت خواهيم باشد

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

A B x y x y x x y y

rA r x y rx ry

+ = + = + +
= =

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1 1
  

  .بود خواهد بالا مشابه كاملاً نيز فضا براي دكارتي مختصات دستگاه در ضرب و جمع
 هوممف توان مي ديد اين با .شوند مي مشخص اعداد آن از مرتب هاي تايي سه با فضا و مرتب هاي دوتايي با صفحه و حقيقي اعداد با خط بنابراين

  .داد گسترش دهيم، مي يشنما n با را آن كه حقيقي اعداد از مرتب هاي تايي n همه مجموعه به را فضا و صفحه و خط

{( ,..., ) : }n
n ix x x= Î1   

 نقطه دو هر براي .داد گسترش بزرگتر فضاهاي اين رايب راحتي به توان مي نيز را فضا و صفحه و خط براي شده ارائه جبري ساختار
( ,..., )nA x x= ) و 1 ,..., )nB y y= r حقيقي عدد هر و n در 1 Î  كنيم مي معرفي زير صورت به را اسكالر ضرب و جمع.  

: ( ,..., )nrA rx rx= 1  : ( ,..., ),n nA B x y x y+ = + +1 1  

 نيز n براي توان مي بودند بيان قابل اسكالر ضرب و جمع كمك به كه را ... و صفحه و خط پاره و خط مانند اي هندسي مفاهيم ترتيب اين به
  .شود مي انجام بعدي بخشهاي در تفصيل با كار اين .داد گسترش

در نمايش . شود دار تناظري يك به يك ايجاد مي هاي جهت خط يم كه با مشخص بودن مبدأ بين نقاط فضا و پارههاي قبل ديد در قسمت
توانيم آنها را  هاي مرتب اعداد حقيقي به عنوان نقطه نگاه كنيم و هم مي تاييnتوانيم به  بنابراين هم مي. دكارتي مبدأ كاملاً مشخص است

  .ناميم، اگر چه ديدگاه برداري غالب است را گاهي نقطه و گاهي بردار مي nبه همين سبب اعضاي . ر تصور كنيمبردا

  n در صفحه و خط

) از كه را خطي متواني مي 3 و 2 در خط نمايش به توجه با ,..., )nA a a= ) ناصفر بردار با و گذرد مي 1 ,..., )nv b b=  به شود، مي توليد 1
  .كنيم تعريف زير مجموعه صورت

{ | } {( ,..., ) | }n nA tv t a tb a tb t+ Î = + + Î1 1   

  با است رابرب گذرد مي B و A نقطه دو از كه خطي بنابراين

{ ( ) : } {( ) : }

{ : }

A t B A t t A tB t

aA bB a b

+ - Î = - + Î
= + + =

1
1

   
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) اگر )P t A tB= -   آنگاه باشد AB خط روي اي نقطه 1+

( )

( )( ) ( )

AP P A t B A tAB

BP P B t A B t AB

= - = - =

= - = - - = -1 1

 

   

) نقاط تمام با است برابر قبل مشابه كاملاً نيز AB خط پاره ترتيب اين به )t A tB- £t كه 1+ £0 1. 
  با است برابر شود مي توليد v2 و v1 بردارهاي با و گذرد مي A نقطه از كه اي صفحه

{ | , }A t v t v t t+ + Î1 1 2 2 1 2   

  با برابراست گذرد مي C و A، B نقطه سه از كه اي صفحه ترتيب اين به

{ ( ) ( ) : , }

{( ) : , }

{ : }

A t B A t C A t t

t t A t B t C t t

aA bB cC a b c

+ - + - Î =
- - + + Î =
+ + + + =

1 2 1 2

1 2 1 2 1 21
1


  

,..., بردارهاي با و گذرد مي A نقطه از كه اي يافته تعميم صفحه  كلي صورت به و kv v1 با است برابر شود مي توليد  

{ | }k k iA t v t v t v t+ + + + Î1 1 2 2    

 نيز معمولي صفحه و خط .شود نمي توليد برداري هيچ با و گذرد مي A نقطه از كه است اي يافته تعميم صفحه A نقطه بالا تعريف به توجه با
 .گوييم مي "صفحه" خلاصه صورت به )معمولي صفحه و خط شامل( يافته تعميم هاي صفحه به ادامه در .ستنده يافته تعميم صفحه يك

  .نگيريد اشتباه معمولي صفحه با را آن كه كنيد دقت بنابراين
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  n هايزيرفضا 

  مثال و تعريف

 نقطه يعني( n مبدأ از اي  هصفح اگر كه ديد خواهيم ادامه در .كرديم معرفي را n هاي صفحه n جبري ساختار كمك به قبل قسمت در
( , ,..., )O = 0 0  شكل به مبدأ شامل هاي صفحه تعريف، طبق .شود مي n جبري ساختار مشابه جبري يساختار داراي خود گذردب )0

{ }|k k it v t v t+ + Î1 1   داد نشان را زير گزاره توان مي راحتي به بنابراين .هستند.  
  .گيرند قرار صفحه آن لداخ وش،عض هر در حقيقي اعداد اسكالر ضرب و عضوش دو هر جمع اگر تنها و اگر گذرد مي مبدأ از p هحصف .گزاره

 جبري ساختار يك نيز مبدأ از گذرنده هاي صفحه روي داد، مي تشكيل را n روي جبر كه اسكالر ضرب و برداري جمع نكته، اين به توجه با
 به كه است n اسكالر ضرب و جمع همان واقع در چون( .است اراد را n روي جبري ساختار هاي ويژگي همه كه كنند مي ايجاد

  .گويند n زيرفضاي را هايي زيرمجموعه چنين ).است شده تحديد آن از اي زيرمجموعه
nV ناتهي زيرمجموعه .1 تعريف Ì  هرگاه گوييم مي آن زيرفضاي را  

vباشيم داشته V در v2 و v1 هر براي .1 v V+ Î1 2. 

rv باشيم داشته  در r هر و V در v هر براي .2 VÎ.  
v باشيم داشته  در r هر و V در v2 و v1 هر براي اگر است زيرفضا V ديگر عبارت به rv V+ Î1 2.  
 از گذرنده هاي صفحه نيز n هايزيرفضا كه كنيم مي ثابت جلوتر كمي .اند  n زيرفضاي گذرند مي مبدأ از كه n هاي صفحه ترتيب اين به

 و دارد صفحه تعريف به نسبت تري ساده بيان و است جبري كاملاً تعريفي زيرفضا تعريف كنيد دقت .يكسانند مفهوم دو اين يعني .هستند مبدأ
  .آوريم بدست تر ساده صورتي به را ها صفحه خواص از خيلي شود مي موجب نكته اين
  

  شده توليد زيرفضاي و n ايزيرفضاه هاي ويژگي
  .آيند مي دست به زير نتايج زيرفضا تعريف از راحتي به

 .است مبدأ لشام n زيرفضاي هر .1 قضيه
. اسكالر ضرب تحت بودن بسته خاطر به و دارد جود و آن در v مانند برداري اند ناتهي ييزيرفضا هر چون .اثبات ( ,..., )v =0 0  در بايد نيز 0

  .باشد آن
  .است n از زيرفضايي خود ،n زيرفضاي تعداد هر اشتراك .2 قضيه
 و است صفر بردار شامل نيز آنها اشتراك هستند صفر بردار شامل آنها همه كه آنجايي از .باشند n از هاييزيرفضاها  Va كنيد فرض .اثبات

v, اگر .است ناتهي نتيجه در v VaÎ 1 v, يمدار a هر براي آنگاه 2 v VaÎ1 v درنتيجه و 2 rv Va+ Î1 v بنابراين .2 rv Va+ Î 1  و 2
  .است زيرفضا يك خودها  Va اشتراك دهد مي نشان اين

nS كنيد فرض .3 قضيه Ì  از دلخواه اي وعهزيرمجم n از زيرفضايي .باشد n شامل هم كه دارد وجود S درون هم و است 
  .دارد وجود S شامل زيرفضاي ترين كوچك ديگر بيان به .دارد قرار S شامل يهازيرفضا همه
 از زيرفضايي خود بالا قضيه طبق اند، S لشام كه n زيرفضاهاي همه اشتراك .است S شامل كه است زيرفضايي يك n خود .اثبات
n شامل كه شود مي S است نظر مورد زيرفضاي ترين كوچك همان زيرفضا اين .است نيز.  

nS شامل زيرفضاي ترين كوچك .2 تعريف Ì  مجموعه توسط شده توليد زيرفضاي را S با را آن و ناميم مي Sá ñ نمايش 
   .دهيم مي
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 ---------------------------------------------------------------------------- 

,..., و ،n يزيرفضا يك V كنيد فرض kv v1 كه آنجايي از .باشد آن از متمايز بردارهايي V است بسته اسكالر ضرب و برداري جمع تحت 
k صورت به بردارهايي kt v t v+ +1 ,..., بردار k خطي تركيب هايي عبارت چنين به .است V داخل نيز 1 kv v1 داد قرار بنابر .گوييم مي 

  .دارد قرار V داخل باز V اعضاي از تعداد هر خطي تركيب كه است واضح ترتيب اين به .دهيم مي قرار صفر بردار را بردار صفرتا خطي تركيب
} .4 قضيه | { } , }l l iS t v t v l N v Sá ñ = + + Î È Î1 1 0. مجموعه توسط شده توليد فضاي ديگر عبارت به S است برابر 

  .S اعضاي خطي هاي تركيب همه مجموعه با
 توليد برداري ايفض خصوص به ،S شامل برداري يهافضا همه داخل بايد S اعضاي از خطي تركيب هر شد بيان بالا در آنچه طبق .اثبات
 ترين كوچك زيرفضا اين است، زيرفضا يك خود S اعضاي خطي هاي تركيب همه مجموعه دهيم نشان اگر .باشد داشته قرار ،S توسط شده

 يك S اعضاي خطي هاي تركيب مجموعه دهيم نشان بايد پس .بود خواهد S سطتو شده توليد يزيرفضا همان يعني ،S شامل يزيرفضا
 دو جمع كه است واضح همچنين .است ناتهي مجموعه اين درنتيجه و دارد قرار مجموعه اين در صفر بردار بالا داد قرار طبق .است زيرفضا
 خطي هاي تركيب مجموعه بنابراين .است S اعضاي از اي خطي تركيب شكل به باز آن در اسكالر يك ضرب و S اياعض از خطي تركيب
  .است برداري فضاي يك S اعضاي
 قرارداد طبق( S اعضاي خطي هاي تركيب مجموعه باشد تهي S اگر .باشد نامتناهي يا تهي است ممكن S مجموعه بالا در كه كنيد دقت
 مجموع .است آن عضو متناهي از خطي تركيبي واقع در S اعضاي از خطي تركيب يك باشد نامتناهي اگر .است صفر بردار شامل تنها )بالا

 پيدا معني توانند مي همگرايي و فاصله مفهوم كمك به تنها كنيم مي برخورد آن به آناليز در كه هم هايي سري .دهد نمي اي معني هيچ نامتناعي
  .يما هنكرد بيان برداري فضاي يك براي ساختارهايي چنين مورد در مطلبي هيچ ما فعلاً كه كنند
nR اگر .5 قضيه SÍ Í  آنگاه nR Sá ñ Í á ñ Í .  
nV اگر .6 قضيه Ì  زيرفضاي يك n آنگاه باشد V Vá ñ =.  
  مجموعه آنگاه باشند n زيرفضاي دو W و V اگر .7 قضيه

: { | , }V W v w v V w W+ = + Î Î  

V داريم و است nزيرفضاي يك نيز W V Wá ñ = +.  
V .اثبات W+ كنيد فرض .است صفر شامل زيرا است ناتهي , 'u u V WÎ , تعريف طبق بنابراين .+ 'v v VÎ و , 'w w WÎ يافت 
u كه شوند مي v w= ' و + ' 'u v w=   نتيجه در .+

' ( ') ( ')u ru v rv w rw V W+ = + + + Î +  

V ترتيب اين به W+ از زيرفضايي n يزيرفضا دو شامل كه است V و W شامل كه نيز زيرفضايي هر .است نيز V و W بايد باشد 
v شكل به هايي مجموع w+ كه را v VÎ و w WÎ بنابراين .باشد داشته است V W+ شامل زيرفضاي ترين كوچك V و W است.  
nV يزيرفضا .3 تعريف Í  بردار متناهي اگر گوييم متناهي توليد با را ,..., kv v1 فضاي  كه شوند يافتV را توليد كنند.  

,..., بردارهاي سطتو شده توليد زيرفضاي 5 قضيه به توجه با kv v1 توسط شده توليد صفحه همان ,..., kv v1 واقع در .گذرد مي مبدأ از كه است 
 زيرفضاهاي همه دهيم مي نشان بعد هاي قسمت در .گذرند مي مبدأ از كه هستند هايي صفحه شوند مي توليد بردار متناهي با كه زيرفضاهايي

n زيرفضاهاي نتيجه رد و هستند متناهي توليد با n اند مبدأ از گذرنده هاي صفحه همان.  
  خطي استقلال

   يافته تعيم های صفحه بزرگی برای معياری

 از كوچكتر است يافته تعميم صفحه يك كه قطهن مثلاً .آوريم بدست يافته تعميم صفحه يك بزرگي براي معياري خواهيم مي قسمت اين در
 تعداد كه آيد مي نظر به .است ما اطراف بعدي سه فضاي از كوچكتر معمولي صفحه و معمولي صفحه از كوچكتر نيز خط و است خط يك

 بعدي صفر را آن ما و شود نمي توليد برداري هيچ با نقطه مثلاً .باشد نظر مورد معيار بتواند يافته تعميم صفحه يك كننده توليد بردارهاي
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 بردار سه و بردار دو با ترتيب به نيز بعدي سه فضاي و معمولي صفحه .دانيم مي بعدي يك را آن ما و شود مي توليد بردار يك با خط .دانيم مي
 كننده توليد بردارهاي تعداد را يافته تعميم صفحه يك بعد بتوان شايد ترتيب اين به .دانيم مي بعدي سه و بعدي دو را آنها ما و شوند مي توليد
  .دارد جود و مشكلاتي اما .باشد هيافت تعميم صفحه يك بزرگي براي نظر مورد معيار همان مفهوم اين كه داشت انتظار و كرد تعريف آن
nv مانند بردار يك با كه يافته تعميم صفحه يك Î  در خط يك شود مي توليد n اينكه شرط به است v ¹ v اگر .0 =  واقع در باشد 0
 صفحه همچنين .كند نمي تغييري يافته تعميم صفحه v كردن حذف با حالت اين در ديگر عبارت به .است نقطه يك يافته تعميم صفحه اين

, بردار دو با كه اييافته تعميم nv v Î1 2  در معمولي صفحه يك شود مي توليد n اينكه شرط به است ,v v1  .نباشند يكديگر از مضربي 2
 يك يافته تعميم صفحه اين صورت دو هر در و كند نمي غييريت شده توليد يافته تعميم صفحه آنها كردن حذف با آنگاه باشند صفر دو هر اگر

v و باشد ناصفر v1 اگر .بود خواهد نقطه rv=2  ديگر عبارت به .بود خواهد v1 راستاي در خط يك يافته تعميم صفحه كه است واضح آنگاه 1
 توليد را يافته تعميم صفحه يك كه بردارهايي تعداد كه دهند مي نشان مثال دو اين .كرد نخواهد تغييري يافته تعميم صفحه v2 حذف با

 مولدي مجموعه بايد ديگر بياني به .كند تغيير شده توليد صفحه ،يك هر حذف با كه باشند آن بزرگي براي معياري است ممكن زماني كنند مي
 مولد هاي مجموعه است ممكن كهاين آن و دارد وجود ديگر اي مسئله هنوز حال اين با .باشد نداشته زائدي عضو هيچ كه بيابيم صفحه براي

 بايد يك كدام اعضاي تعداد صفحه آن بعد صورت اين در .نباشند نيز زائد عضو داراي يك هيچ كه باشند داشته وجود صفحه يك براي متفاوتي
 براي .داشت نخواهد وجود مشكلي عدب تعريف در نتيجه در و دارند برابر اعضايي تعداد ها مجموعه اين همه دهيم مي نشان ادامه در شد؟با

 با كه است صفحه يك مولد بردارهاي است مهم بحث اين در آنچه زيرا گذرد مي مبدأ از نظر مورد يافته تعميم  صفحه كنيم مي فرض سادگي
  .ندكن نمي ريتغيي انتقال
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  خطي استقلال
} مجموعه در iv بردار ,..., }kv v1 ديگر عبارت به .نكند تغيير بردارها اين توسط شده توليد فضاي آن كردن حذف با اگر گوييم مي زائد را iv 
  اگر است زائد

,..., ,..., , ,...,k i i kv v v v v v- +á ñ = á ñ1 1 1 1  

 توسط شده توليد فضاي در آن بردارهاي از يك هيچ كه است اي مجموعه نيست، زائد اعضايش از كي هيچ كه بردارها از اي مجموعه يجهنت در
  .كند مي ارائه ها مجموعه اين معرفي براي تري ساده بيان زير گزاره .نگيرد قرار ديگر يبردارها
,.., بردارهاي از يك هيچ .8 قضيه kv v1 اين خطي تركيب هيچ اگر تنها و اگر ندارد قرار آنها بقيه توسط شده توليد فضاي در 

k مانند بردارها kt v t v+ +1 1  همه كه حالتي در مگر نشود صفر itباشند صفر اه.  
  آنگاه باشد هداشت قرار بقيه توسط شده توليد فضاي در kv مانند بردارها از يكي اگر .اثبات

( )k k k k k kv t v t v t v t v v- - - -= + +  + + + - =1 1 1 1 1 1 1 1 1 0   

  .است شده صفر كه دارد وجود غيرصفر ضرايب با هاiv از خطي تركيب يك يعني
k يخط تركيب اگر kt v t v+ +1 1  اگر مثلاً نبودند، صفر آن ضرايب همه كه حالي در بود صفر kt ¹   آنگاه باشد 0

k
k k k k k k

k k

t t
t v t v t v v v v

t t
-

- - -
- -

+ + = -  = + +1 1
1 1 1 1 1 1   

k,..., بنابراين kv v v -Î á ñ1 1.  
 باشند، فرص خطي تركيب آن ضرايب همه كه اين مگر شود نمي صفر آنها خطي يبترك هيچ كه بردارها از اي مجموعه به .4 تعريف
  .گوييم خطي وابسته آن به نباشد خطي مستقل اي مجموعه اگر .گوييم خطي مستقل

  خطي مستقل هاي مجموعه هاي ويژگي
  .شود مي نتيجه خطي وابستگي و خطي استقلال تعريف از سادگي به زير هاي ويژگي
  .است خطي مستقل تهي مجموعه .1
} عضوي تك مجموعه .2 }v اگر تنها و اگر است خطي مستقل v ¹ 0.  
} عضوي دو مجموعه .3 , }v v1   .نباشند ديگري مضرب كدام هيچ اگر تنها و اگر است خطي مستقل 2
 وابسته مجموعه يك شامل مجموعه هر نتيجه در( .است خطي مستقل  اي مجموعه خود طيخ مستقل مجموعه يك زيرمجموعه هر .4

  ).است خطي وابسته خطي،
} مجموعه .5 ,..., }kv v1 قضيه( .نگيرد قرار اعضا ديگر توسط شده توليد فضاي در آن اعضاي از يك هيچ اگر تنها و اگر است خطي مستقل 
9(  
} كنيد فرض .6 ,..., }kv v1 و بوده خطي قلتمس nkv + Î1  مجموعه .باشد دلخواه يبردار { ,..., }kv v +1  تنها و اگر است خطي مستقل 1

k,..., اگر kv v v+ Ï á ñ1 1  
} اگر .اثبات ,..., }kv v +1 k,..., ،)5( ويژگي طبق باشد خطي مستقل 1 kv v v+ Ï á ñ1  خطي تركيب آنگاه نباشد خطي مستقل مجموعه اين اگر .1

k kt v t v+ ++ +1 1 1 1 ضريب .نيست صفر آن ضرايب همه كه دارد وجود صفر برابر kv  در زيرا باشد، صفر تواند نمي خطي تركيب اين در 1+
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,..., از اي خطي تركيب صورت اين kv v1 خطي استقلال با اين و نيست صفر آن ضرايب همه كه حالي در شده صفر { ,..., }kv v1 است متناقض. 
  داريم نتيجه در

,...,k
k k k k

k k

t t
v v v v v v

t t+ +
+ +

- -
= + +  Î á ñ1

1 1 1 1
1 1

  

 انتخاب را v1 مانند صفرينا بردار ابتدا كه ترتيب اين به .دهد مي بدست خطي مستقل هاي مجموعه ساختن براي عملي روشي )6( ويژگي
} دانيم مي )2( قبط .كنيم مي }v1 اگر حال .است خطي مستقل vá ñ1 مانند برداري نبود فضا كل v2 در كه هست فضا در vá ñ1 طبق .ندارد قرار 

} ).6(ويژگي  , }v v1  ادامه توان مي نباشد فضا كل حاصل بردارهاي توسط شده توليد فضاي كه زماني تا را روند اين .شوند مي خطي مستقل 2
  .داد
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 ---------------------------------------------------------------------------- 

  

  عدب و پايه
} مجموعه .5 تعريف ,..., }kv v1 زيرفضاي براي  پايه يك راV و باشد خطي مستقل هرگاه گوييم V كند توليد را.  
} مجموعه ( , ,..., ),..., ( ,..., , )}ne e= =1 1 0 0 0 0   زيرا .است n در خطي مستقل مجموعه يك 1

( ,..., )n n n nt e t e t t t t+ + =  =  = = =1 1 1 10 0 0   

) دلخواه عضو زيرا كند مي توليد نيز را n مجموعه اين ,..., ) n
na a Î1  صورت به n na e a e+ +1 1  پايه يك مجموعه اين بنابراين .است 

  .گويند مي n استاندارد پايه آن به كه است n براي
 بزرگي سنجش براي كه را معياري ترتيب اين به .هستند برابر اعضاي تعداد داراي برداري فضاي يك پايه دو هر كه دهد مي شانن زير قضيه

  .آوريم مي بدست بوديم، آن دنبال به n هاي صفحه و زيرفضاها
} بردارهاي توسط شده توليد فضاي V اگر .9 قضيه ,..., }kv v1 و باشد { ,..., }lw w1 در خطي مستقل  اي زيرمجموعه V باشد. 
  آنگاه
1. l k£. 

2. { ,..., }kv v1 پايه يك به اعضايش از بعضي حذف با توان مي را V داد تقليل.  
3. { ,..., }lw w1 پايه يك به بردارهايي كردن اضافه با توان مي را V داد گسترش.  
4. V براي پايه دو هر و است پايه داراي V هستند برابر اعضاي تعداد داراي. 

} اعضاي اريذگ جاي با اثبات روش ).1( قسمت .اثبات ,..., }lw w1 اعضاي بجاي { ,..., }kv v1 توليد فضاي مرحله هر در كه اي گونه به است 
,...,ام  i مرحله در يدكن فرض .باشد V همچنان جديد مجموعه توسط شده iw w1 بجاي را i بردارهاي از تا { ,..., }kv v1 ًمثلا ,..., iv v1 قرار 
  يعني .است V بردارها اين توسط شده توليد فضاي كه اي گونه به ايم داده

,..., , ,...,i i kw w v v V+á ñ =1 1  

i ابتدا در  = iw كه دهيم مي نشان .است 0  .باشد برقرار خاصيت اين همچنان كه داد قرار مانده باقيهاي  jv از ديگر يكي بجاي توان مي را 1+
,..., نچو , ,...,i i i kw V w w v v+ +Î =á ñ1 1   داشت خواهيم 1

.i i i i i k kw t w t w t v t v+ + += + + + + +1 1 1 1 1   

i,..., ضرايب همه بالا در kt t+1 صورت اين در زيرا باشند صفر توانند نمي iw ,..., خطي تركيب صورت به 1+ iw w1 مستقل با اين و بود خواهد 
} بودن خطي ,..., }lw w1 مثلاً ضرايب اين از يكي پس .است متناقض it   بنابراين .است ناصفر 1+

ii k
i i i i k

i i i i i

tt t t
v w w w v v

t t t t t
+

+ + +
+ + + + +

-- - -
= + + + + + +21

1 1 1 2
1 1 1 1 1

1   

  ديگر عبارت به

,..., , , ,...,
i i i i kv w w w v v
+ + +Î á ñ
1 1 1 2  

  بنابراين
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,..., , , ,..., ,..., , , , ,...,

,..., , , ,...,
i i i k i i i i k

i i i k

w w w v v w w w v v v

w w v v v V
+ + + + +

+ +

á ñ = á ñ

= á ñ =
1 1 2 1 1 1 2

1 1 2
  

 بالا مجموعه وارد آن بجاي را iw بتوان كه باشد مانده باقي نيز ايiw بايد آنگاه باشد مانده باقي ايiv اگر كه كند مي تضمين الگوريتم اين
i مرحله در اگر زيرا ،كرد l<  امjv  آنگاه باشد نداشته وجوداي i i iw t w t w+ = + +1 1 1  بودن خطي مستقل فرض با كه { ,..., }lw w1 

l نتيجه در .است متناقض k£.  
} اگر ).2( قسمت ,..., }kv v1 همچنان بقيه توسط شده توليد يفضا حذفش با و است زائد آن اعضاي از يكي نباشند خطي مستقل V خواهد 

 توليد را V همچنان و است خطي مستقل 9 قضيه طبق حاصل مجموعه .نماند زائدي عضو ديگر تا دهيم مي انجام آنقدر را روند اين .بود
  .كند مي

,..., اگر ).3( قسمت lw w Vá ñ1 ، در عضوي كردن اضافه با ،خطي مستقل هاي مجموعه براي ششم ويژگي بنابر V در كه ,..., lw wá ñ1 
} مجموعه به نيست ,..., }lw w1، در طيخ مستقل مجموعه يك اعضاي تعداد كه آنجايي از .آيد مي دست هب بزرگتري خطي مستقل مجموعه 
V از تواند نمي k كه رسيم مي خطي مستقل اي مجموعه به سرانجام كار اين ادامه با باشد، بيشتر V كند مي توليد را.  

} كنيد فرض ).4( قسمت ,..., }kv v1 و { ,..., }lw w1 براي پايه دو V پايه، تعريف طبق .باشند{ ,..., }kv v1 فضاي Vو كند مي توليد را 
{ ,..., }lw w1 باشيم داشته بايد قضيه اين اول قسمت طبق پس .است خطي مستقل l k£. صورت همين به { ,..., }lw w1 فضاي Vتوليد را 

} و كند مي ,..., }kv v1 بنابراين .است خطي مستقل k l£ نتيجه در و k l= است.  
 كه نيست معلوم ولي .هستند پايه داراي ،)مبدآ از گذرنده هاي صفحه يعني( شوند مي توليد بردار متناهي با كه n زيرفضاهاي قضيه اين طبق
 n زيرفضاهاي مهه كه كند مي تضمين است بالا قضيه نتيجه كه زير گزاره خير؟ يا شوند مي توليد بردار متناهي با n زيرفضاهاي همه آيا
  .بود خواهند n در مبدأ از گذرنده هاي صفحه همان n زيرفضاهاي نتيجه در و اند متناهي توليد با

  .نيست بيشتر n از اعضايش تعداد كه است اي پايه ايدار n زيرفضاي هر .10 قضيه
nV زيرفضاي براي پايه يك ساختن براي .اثبات Ì ، كنيم تر بزرگ را آن نتوانيم ديگر كه يابيم مي آن در خطي مستقل اي مجموعه.  
A دهيم مي قرار ابتدا = Æ. دانيم مي A و است خطي مستقل A Vá ñ Ì. از عضو يك مرحله هر در استقرايي صورت به V مجموعه به A 
A م،اk مرحله در اگر .بماند خطي ستقلم همچنان A كه اي گونه به كنيم مي اضافه Vá ñ  هم چون ،بود خواهد V براي اي پايه A آنگاه ،=

A اگر يعني ،نباشد چنين اگر .كند مي توليد را V هم و است مستقل V< > >A در كه دارد وجود V از عضوي ¹  اضافه با .نيست <
 و هست نيز n در خطي مستقل  مجموعه زير A كه آنجا از .ماند مي باقي خطي مستقل همچنان حاصل مجموعه ،A به عضو آن كردن
n اب نيز n مجموعه اعضاي تعداد قبل قضيه طبق ،شود مي توليد بردار A از بيشتر n مجموعه كردن بزرگ روند بنابراين .باشد تواند نمي 
A تا حداكثر n شود انجام تواند مي مرحله.  

nV زيرفضاي هاي پايه از يك هر اعضاي تعداد .6 تعريف Í  را با را آن و گوييم مي آن عدب dim( )V دهيم مي نمايش.  
nV اگر .11 قضيه WÍ Í  زيرفضاي دو n ،آنگاه باشند dim( ) dim( )V W£ كه افتد مي اتفاق زماني نهات تساوي و 

V W= اشدب.  
 از A اعضاي تعداد بالا قضيه طبق .دارد قرار نيز W داخل كه است خطي مستقل  مجموعه A .باشد V براي پايه يك A كنيد فرض .اثبات

   يعني .بود نخواهد بيشتر W براي اي پايه اعضاي دادتع

dim( ) | | dim( )V A W= £  

V كه صورتي در W¹ در عضوي آنگاه W در كه دارد وجود V A= á ñ به اربرد اين كردن اضافه با .نيست A، همچنان حاصل مجموعه 
  يعني .باشد بيشتر W بعد از تواند نمي آن اعضاي تعداد پس .بود خواهد W در خطي مستقل اي مجموعه

dim( ) | | | | dim( )V A A W= < + £1  
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 توليد فضاي داخل كه دارد وجود n در برداري نباشد پايه اگر زيرا .است n براي اي پايه nدر عضوي n خطي مستقل مجموعه هر
n مجموعه آن به شكردن اضافه با نتيجه در و نگرفته قرار مجموعه آن توسط شده +  كه حالي در آيد مي بدست n در خطي مستقل بردار 1
,..., استاندارد بردار n با برداري فضاي اين ne e1 طيخ مستقل مجموعه هر كه گرفت نتيجه توان مي استدلال اين با .است شده توليد k 

  .است آن براي پايه يك بعدي k فضايزير يك در عضوي
 با اي مجموعه آنها از برداري حذف با نباشند خطي مستقل شده داده بردار n اگر .هستند خطي مستقل دنكن توليد را n كه يبردار nهر

 يك ياعضا تعداد و است عضوي n اي پايه داراي n كه حالي در كند مي توليد را n همچنان كه آيد مي دست هب عضو n از كمتر
مولد  مجموعه هر كه گرفت نتيجه توان مي استدلالهمين  با .باشد بيشتر آن براي مولدي تعداد از تواند نمي فضا يك در خطي مستقل مجموعه

k فضايزير يك در عضوي k است آن براي پايه يك بعدي.  
 دست به زيرفضا دو آن بعد با را آن بعد رابطه توانين مي اكنون .است آن يزيرفضا يك خود n يزيرفضا دو موعمج كه داديم نشان گذشته در

  .آوريم
,كنيد فرض .قضيه nV W Í  يزيرفضا دو n صورت اين در .باشند  

dim( ) dim( ) dim dim .V W V W V WÇ + + = +  

} كنيد فرض .اثبات ,..., }ku u1 براي اي پايهV WÇ براي هايي پايه به را پايه اين .باشد,V W كنيم مي فرض ترتيب اين به .دهيم مي گسترش 
{ ,..., , ,..., }k su u v v1 } و V براي اي پايه 1 ,..., , ,..., }k ru u w w1 } كنيم مي ثابت .باشد Wبراي اي پايه 1 ,..., , ,..., , ,..., }k s ru u v v w w1 1 1 

V براي اي پايه W+ زيرا است خطي مستقل مجموعه اين .شود مي ثابت قضيه حكم نتيجه در و است  

k s r

i i i i i i
i i i

a u b v c w
= = =

+ + = å å å
1 1 1

0  
k s r

i i i i i i
i i i

a u b v c w
= = =

+ = -å å å
1 1 1

  

V داخل بالا بردار دارد قرار Vدر آن چپ طرف و W در بالا تساوي راست طرف كه آنجايي از WÇ بنابراين .بود خواهد  

k r k r

i i i i i i i i
i i i i

d u c w d u c w
= = = =

= -  + =å å å å
1 1 1 1

0  

}چون ,... , ,..., }k ku u w w1   يعني ،باشند صفر بايد خطي تركيب ضرايب همه پس است W براي اي پايه 1

k rd d c c= = = = = =1 1 0   

  داريم بنابراين

k s

i i i i
i i

a u b v
= =

+ =å å
1 1

0  

} كه آنجايي از ,... , ,..., }k ku u v v1   يعني ,باشند صفر بايد بالا خطي تركيب ضرايب همه پس تاس V براي اي پايه 1

k sa a b b= = = = = =1 1 0   

}كه دهد مي نتيجه اين ,... , ,..., , ,..., }k s ru u v v w w1 1 V فضاي مجموعه اين كه دهيم نشان بايد .است خطي مستقل 1 W+ توليد نيز را 
x هر براي .كند مي V WÎ v بردارهاي + VÎ و w WÎ كه دارند وجود x v w= v چون .+ VÎ و w WÎ داريم  
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*, .
k s k r

i i i i i i i i
i i i i

v a u b v w a u c w
= = = =

= + = +å å å å
1 1 1 1

  

  بنابراين

*( )
k r s

i i i i i i i
i i i

x v w a a u b w c v
= = =

= + = + + +å å å
1 1 1

  

  كه دهد مي نتيجه اين

,..., , ,..., , ,...,k s rV W u u v v w w+ Í á ñ1 1 1  

V داخل مجموعه اين اعضاي كه آنجايي از W+ داخل آنها توسط شده توليد فضاي هستند V W+ بنابراين .دارد قرار 
,..., , ,..., , ,...,k s rV W u u v v w w+ = á ñ1 1   .شد اثبات حكم پس .1

} اگر بالا قضيه بنابر }W WÇ =1 2 )dim آنگاه 0 ) dim( ) dim( ).W W W W+ = +1 2 1  و W1 هاي پايه اجتماع بالا اثبات به توجه با واقع در .2
W2 براي اي پايه W W+1 w عضو هر حالت اين در .بود خواهد 2 W W WÎ = +1 w صورت به يكتايي نمايش 2 w w= +1  در كه دارد 2
w آن WÎ1 w و 1 WÎ2 w اگر زيرا .2 w w w w¢ ¢= + = +1 2 1 w آنگاه باشند بالا صورت به نمايش دو 2 w w w¢ ¢- = -1 1 2  چپ طرف اما .2
W در بايد بردار اين بنابراين .دارد قرار W2 در آن راست طرف و W1 در تساوي اين WÇ1  نتيجه در .باشد صفر بايد يعني باشد، داشته قرار 2

w w ¢=1 w و 1 w ¢=2 } اگر .2 }W WÇ ¹1 2  .بود نخواهند برقرار ها ويژگي اين از يك هيچ آنگاه 0
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